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Heidelberger Texte zur Mathematikgeschichte
2Herr Professor Land hat in Nr. V. des
”
Mind“ meine Abhandlung
”
Ueber (640)
den Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome“1 einer Kritik un-
terzogen, auf welche ich hier zu antworten versuchen werde.
Es sind wesentlich zwei Punkte, u¨ber welche wir verschiedener Meinung sind.
Ich halte dafu¨r, dass durch die neueren Untersuchungen u¨ber die erweiter-
ten Formen der Geometrie, oder durch die sogenannten metamathematischen2
Untersuchungen folgende Sa¨tze festgestellt sind:
1) Kant’s Beweis fu¨r den Ursprung a priori der geometrischen Axiome, wel-
cher darauf basirt ist, dass keine von denselben abweichenden Raumverha¨ltnisse
in der Anschauung auch nur vorgestellt werden ko¨nnen, ist unzureichend, da die
als Grund angefu¨hrte Behauptung thatsa¨chlich unrichtig ist.
2) Wenn trotz der Mangelhaftigkeit des Beweises die Annahme festgehalten
wird, dass die Axiome als Gesetze unserer Raumanschauungen wirklich a prio- (641)
ri gegeben wa¨ren, so wu¨rden zweierlei Arten der Gleichwerthigkeit von Raum-
gro¨ssen unterschieden werden mu¨ssen, na¨mlich:
1) Die subjective Gleichheit in der hypothetischen transcendentalen An-
schauung.
2) Die objective Gleichwerthigkeit der reellen Substrate solcher Raum-
gro¨ssen, welche sich im Ablauf physischer Verha¨ltnisse und Vorga¨nge bewa¨hrt.
Dass die letztere mit der ersteren zusammenfiele, ko¨nnte nur durch Erfahrung
bewiesen werden. Nur auf die letztere ka¨me es an bei unserem wissenschaftlichen
und praktischen Verhalten der objectiven Welt gegenu¨ber. Wenn beide nicht
u¨bereinstimmten, wu¨rde die erstere nur den Werth eines falschen Scheines
haben.
Uebrigens ist es ein Missversta¨ndniss von Herrn Professor Land, wenn er
glaubt, ich ha¨tte gegen die Auffassung des Raumes als einer uns Menschen a priori
gegebenen, fu¨r uns nothwendigen, also in Kant’s Sinne transcendentalen Form
der Anschauung Widerspruch erheben wollen. Das war durchaus nicht meine
Absicht. Freilich werden meine Ansichten u¨ber die Beziehungen zwischen dieser
transcendentalen Form und dem Reellen, wie ich sie im dritten Abschnitte dieser
Abhandlung auseinandergesetzt habe, wohl nicht ganz nach dem Sinne vieler
Anha¨nger Kant’s oder Schopenhauer’s sein. Aber der Raum kann eine solche
Form der Anschauung im Kant’schen Sinne sein, ohne dass diese Form der
Anschauung nothwendig die Axiome einschliesst.
Um an ein ganz a¨hnliches Verha¨ltniss zu erinnern, so liegt es unzweifelhaft
in der Organisation unseres Sehapparates, dass Alles, was gesehen wird, nur als
eine ra¨umliche Vertheilung von Farben gesehen werden kann. Das ist die uns an-
geborene Form der Gesichtswahrnehmungen. Aber durch diese Form ist in keiner
Weise pra¨judicirt, wie die Farben, welche wir sehen, sich ra¨umlich neben ein-
1S. meine Popula¨re wissensch. Vortra¨ge. Heft III. S. 21-54.
2Der Namen ist allerdings in ironischem Sinne von Gegnern gegeben, nachgebildet der
Metaphysik. Da aber die Bearbeiter der Nicht-Euklidischen Geometrie deren objective
Wahrheit nie behauptet haben, so ko¨nnen sie den Namen sehr wohl acceptiren.
3ander ordnen und zeitlich auf einander folgen sollen. In demselben Sinne, meine
ich, ko¨nnte das Vorstellen aller a¨usseren Objecte in Raumverha¨ltnissen die einzig
mo¨gliche und a priori gegebene Form sein, in der wir Objecte u¨berhaupt vorstel-
len ko¨nnen, ohne dass dadurch irgend eine No¨thigung gesetzt zu sein braucht, (642)
dass nach oder neben gewissen bestimmten Raumwahrnehmungen eine andere
bestimmte eintreten mu¨sse, dass also zum Beispiel jedes geradlinige gleichseitige
Dreieck Winkel von 60◦habe, wie gross auch die Seiten sein mo¨gen. Bei Kant
allerdings ist der Beweis, dass der Raum eine a priori gegebene Form der An-
schauung sei, wesentlich gestu¨tzt auf die Meinung, die Axiome seien synthetische
Sa¨tze, gegeben a priori. Wenn man aber auch diesen Satz und den darauf gestu¨tz-
ten Beweis fallen la¨sst, so ko¨nnte immerhin doch noch die Form der Raumvor-
stellung, als die nothwendige Form der Anschauung des Nebeneinanderstehens
von Verschiedenem, a priori gegeben sein. Es wu¨rde dabei kein wesentlicher Zug
des Kant’schen Systems verloren gehen, im Gegentheil wu¨rde dieses System
an Consequenz und Versta¨ndlichkeit gewinnen, weil damit auch der wesentlich
auf die u¨berzeugende Kraft der geometrischen Axiome gebaute Beweis fu¨r die
Mo¨glichkeit einer Metaphysik fortfiele, von welcher Wissenschaft Kant selbst
doch weiter nichts zu entdecken wusste, als die geometrischen und naturwissen-
schaftlichen Axiome. Was die letzteren betrifft, so sind sie theils von bestrittener
Richtigkeit, theils einfache Folgerungen aus dem Principe der Causalita¨t, das
heisst aus dem Triebe unseres Verstandes, alles Geschehende als gesetzma¨ssig, d.
h. als begreiflich zu betrachten. Da nun Kant’s Kritik sonst u¨berall gegen die
Zula¨ssigkeit metaphysischer Folgerungen gerichtet ist, so scheint mir sein System
von einer Inconsequenz befreit und ein klarerer Begriff von dem Wesen der An-
schauung gewonnen zu werden, wenn man den apriorischen Ursprung der Axiome
aufgiebt, und die Geometrie als die erste und vollendetste der Naturwissenschaf-
ten ansieht.
Ich gehe jetzt zum Beweise der beiden oben hingestellten Thesen u¨ber.
I.
Der Ursprung der geometrischen Axiome a priori ist nicht erwie-
sen. Kant’s Beweis dafu¨r stu¨tzt sich auf die Behauptung, man ko¨nne keine
von der Geometrie des Euklides abweichenden Raumverha¨ltnisse sich an-
schaulich vorstellen. Nun haben aber die von mir in meinem fru¨heren Aufsatze (643)
besprochenen metamathematischen Untersuchungen, d. h. die Untersuchungen
u¨ber logisch consequente Systeme der Geometrie, die in Bezug auf die Zahl der
Dimensionen oder in Bezug auf die Axiome abweichen von Euklid’s Geometrie,
gezeigt, dass man in der That solche Systeme aufstellen und vollkommen conse-
quent durchfu¨hren kann, ebenso wie die dazu geho¨rigen Systeme der Mechanik.
Ich selbst habe mich bemu¨ht nachzuweisen, wie die Objecte in einem spha¨rischen
oder pseudospha¨rischen Ra¨ume uns in der sinnlichen Wahrnehmung erscheinen
4wu¨rden. Ueber die Richtigkeit jener hauptsa¨chlich im Wege der analytischen
Geometrie ausgefu¨hrten geometrischen Deductionen, soweit sie mathematisch
sind, ist, so viel ich sehe, keine Frage, ebenso wenig u¨ber die vollsta¨ndige
Durchfu¨hrbarkeit der entsprechenden Systeme der Mechanik, welche denselben
Grad freier Beweglichkeit fester Ko¨rper und dieselbe Unabha¨ngigkeit des Ver-
laufes aller mechanischen und physikalischen Processe vom Ort, wo sie vorgehen,
ergeben, wie die Euklidische Geometrie diese voraussetzt. Dann ergiebt sich
auch leicht und unzweideutig, wie die entsprechenden zur Raumunterscheidung
brauchbaren Sinnesempfindungen menschlicher Wesen in solchen metamathema-
tischen Ra¨umen ausfallen mu¨ssten. Namentlich ergiebt die von Herrn Beltrami
gefundene Darstellungsweise des pseudospha¨rischen Raumes in einer Kugel des
Euklidischen Raumes unmittelbar, welche Gesichtsbilder der pseudospha¨rische
oder spha¨rische Raum ergeben wu¨rde. In der That wu¨rde jedes Gesichtsbild
ruhender Objecte fu¨r den ruhenden Beobachter genau dasselbe3 sein, wie das des
entsprechenden Abbildes in Beltrami’s Kugel vom Mittelpunkte aus gesehen.
Unterscheiden wu¨rde sich nur die Folge der Gesichtsbilder, welche eintreten,
wenn der Beobachter oder wenn feste Objecte sich bewegen. Also die Regel,
nach welcher aus einem oder mehreren zuerst gegebenen Gesichtsbildern bei der
Bewegung sich andere folgende herleiten, wu¨rde vera¨ndert sein. Ich habe dabei
noch hervorgehoben, dass diese Abweichungen durchaus nicht erheblich und (644)
auffallend zu sein brauchten. Die Menschen haben lange Zeit auf dem, wie sie
meinten, ebenen Erdboden gewohnt, ehe sie merkten, dass derselbe spha¨risch
sei, und haben sich lange genug gegen diese Wahrheit ebenso heftig gestra¨ubt,
wie unsere Kantianer sich jetzt gegen die Vorstellbarkeit des pseudospha¨rischen
Raumes stra¨uben. Die Abweichungen im pseudospha¨rischen Ra¨ume wu¨rden
etwa a¨hnlicher Art und bei entsprechender Grosse des Kru¨mmungsmaasses nicht
nothwendig auffallender sein mu¨ssen, als die’, welche die Kugelgestalt der Erde
einem Manne verrathen ko¨nnen, der sich im Umkreise einiger Meilen hin und
her bewegt.
Wenn nun die Frage discutirt werden soll, ob die Raumverha¨ltnisse in meta-
mathematischen Ra¨umen anschaulich vorstellbar seien, so werden wir zuna¨chst
feststellen mu¨ssen, nach welcher Norm wir die Anschaubarkeit eines Objectes zu
beurtheilen haben, welches wir nie angeschaut haben.
Ich habe zu dem Ende eine Definition dessen aufgestellt, was wir als anschau-
lich verstellbar anerkennen mu¨ssten, die dahin lautet, dass dazu erforderlich sei
die vollsta¨ndige Vorstellbarkeit derjenigen Sinneseindru¨cke, welche das betreffen-
de Object in uns nach den bekannten Gesetzen unserer Sinnesorgane unter allen
denkbaren Bedingungen der Beobachtung erregen, und wodurch es sich von an-
deren a¨hnlichen Objecten unterscheiden wu¨rde. Ich bin der Meinung, dass diese
Definition strengere und bestimmtere Anforderungen fu¨r die Mo¨glichkeit der An-
3Vorausgesetzt, dass die Distanz der beiden Augen gegen den imagina¨ren Kru¨mmungsradius
des Raumes vernachla¨ssigt werden kann.
5schauung stellt als irgend eine bisher aufgestellte, und so weit ich sehe, bestreitet
nicht einmal Herr Professor Land, dass fu¨r die Objecte der spha¨rischen und
pseudospha¨rischen Ra¨ume dies hier Verlangte geleistet werden ko¨nne.
In einer anderen Beziehung dagegen wird nothwendig die Vorstellung von Ob-
jecten, die wir oft wahrgenommen haben oder die im Ganzen oder in ihren einzel-
nen Theilen ha¨ufig wahrgenommenen Dingen sehr a¨hnlich sind, jeder Vorstellung
eines Objectes, auf welches diese Pra¨dicate nicht passen, u¨berlegen sein, na¨mlich
in der Schnelligkeit und Leichtigkeit, mit der wir uns die verschiedenen Erschei-
nungsweisen der betreffenden Objecte unter verschiedenen Bedingungen der Be-
obachtung im Voraus vorstellen oder auch in der Erinnerung wu¨rden durchlaufen (645)
ko¨nnen. Diese Leichtigkeit und Schnelligkeit wird der Vorstellung eines nie gese-
henen Objectes um so mehr fehlen mu¨ssen, je seltener und je weniger genau der
betreffende Beobachter Aehnliches jemals wahrgenommen und beobachtet hat.
Nun haben wir spha¨rische und pseudospha¨rische Raumgebilde von drei Dimen-
sionen absolut niemals vor uns gehabt. Der Geometer, welcher die Anschauung
von den ohne Dehnung und ohne Aenderung des Kru¨mmungsmaasses biegsa-
men Fla¨chen und auf ihnen ausgefu¨hrten Zeichnungen in sich ausgebildet hat,
findet darin nahe liegende analoge Verha¨ltnisse, und der Physiologe, welcher die
Combinationen der Sinneseindru¨cke unter mo¨glichst mannigfaltigen Bedingun-
gen studirt hat, wie sie im allta¨glichen Leben gewo¨hnlich nicht vorkommen, ist
mehr daran gewo¨hnt sich ungewohnte aber doch streng gesetzma¨ssige Reihen fol-
gen von Sinneseindru¨cken vorzustellen, als wer dergleichen Studien nie getrieben
hat. Ich bitte daher um Verzeihung, wenn ich nicht einsehe, warum der Umstand,
dass ich
”
fresh from physiology of the senses“ zu erkenntnisstheoretischen Un-
tersuchungen gekommen bin, fu¨r mich gar ein Hinderniss in der Entscheidung
solcher Fragen, wie die vorliegende ist, sein sollte.
Da nun die metamathematischen Raumverha¨ltnisse von uns nie gesehen wor-
den sind, so kann die Schnelligkeit und Leichtigkeit der Vorstellung wechselnder
Ansichten der Gegensta¨nde in denselben, welche durch allta¨gliche Erfahrung und
Uebung erworben wird, von dieser Anschauung nicht verlangt werden, sondern
nur, dass u¨berhaupt, wenn auch langsam und durch Ueberlegung die ihnen ent-
sprechende Reihe der Sinneseindru¨cke vollsta¨ndig und widerspruchslos zu finden
sei. Wir stossen u¨brigens auf ganz ebenso grosse und a¨hnliche Schwierigkeiten
des Vorstellens, wenn wir uns die Fu¨hrung eines in einen verwickelten Knoten
geschlungenen Fadens, oder ein vielfla¨chiges Krystallmodell oder ein Geba¨ude
von verwickeltem Bauplan vorstellen wollen, ohne es gesehen zu haben, obgleich
die Anschaubarkeit dieser letzteren Gebilde durch thatsa¨chliche Anschauung er-
wiesen werden kann.
Leider hat Herr Professor Land nicht erkla¨rt, ob er gegen meine De-
finition des Vorstellbaren etwas einzuwenden habe, hat auch selbst kei-
ne Definition dafu¨r aufgestellt, obgleich er mehrere Male andeutet, dass (646)
er sich etwas Anderes unter Anschaubarkeit denke. So S. 41:
”
We do not
find that they (non-Euclideans) succeed on this (making metamathema-
6tal spaces imaginable) unless the notion of imaginability be stretched
far beyond what Kantians and others understand by the word.“ Ebenda-
selbst behauptet er, nur das, was zusammenha¨ngend in unserem Ra¨ume
construirt werden ko¨nne, du¨rfe als
”
imagined“ betrachtet werden. Dann S.
45:
”
. . . non-Euclideans try to make imaginable that which is not so
in the sense required for argumentation in this case.“ Wenn unter
Argumentation hier verstanden werden soll die Ero¨rterung der Frage, ob un-
sere Ueberzeugung von der thatsa¨chlichen Richtigkeit der Axiome des Euklides
in unserer objectiven Welt einen Schluss auf ihren Ursprung a priori berechtige,
meine ich, dass gerade die von mir oben aufgestellte Definition der Anschaubar-
keit die einzig entscheidende sei. Wenn man von vornherein definirt:
”
als ra¨umlich
anschaulich gilt nur, wovon ich ein Modell thatsa¨chlich mit wirklichen Ko¨rpern
ausfu¨hren lassen kann“, dann ist jede Ero¨rterung u¨ber unsere Streitfrage aller-
dings abgeschnitten; dann giebt aber die durch eine solche Definition gesetzte
alleinige Anschaulichkeit des Euklidischen Raumes auch nicht die geringste Ent-
scheidung dafu¨r, ob ihr Ursprung in einem Gesetz der objectiven Welt zu suchen
sei oder ob sie in der Organisation unseres Geistes begru¨ndet sei. Auch glaube ich
nicht, dass Hr. Professor Land die Forderung in diesem Sinne, den seine Worte
allerdings ausdru¨cken, verstanden wissen will. Ich kann nur nicht erkennen, dass
er etwas Anderes vermisst, als die durch millionenfach wiederholte Anschauung
a¨hnlicher Verha¨ltnisse bedingte Leichtigkeit und Bereitwilligkeit, mit der die ver-
schiedenen Ansichten des verlangten Objectes in der Phantasie auftauchen.
Die Thatsache u¨brigens, dass Lobatschewsky auf rein synthetischemWege,
also mit Hu¨lfe vorgestellter geometrischer Constructionen ein vollsta¨ndiges und
mit den Ergebnissen der analytischen Untersuchung genau u¨bereinstimmendes
System der pseudospha¨rischen Geometrie ausgearbeitet hat, zeigt, dass diese
letztere auch in allen ihren Einzelheiten durch Anschauung aufgefasst werden
kann. (647)
Was die Anwendung der analytischen Methoden bei den metamathematischen
Untersuchungen betrifft, so ist diese vollkommen gerechtfertigt, da es sich hier
um die Vorstellung eines nur wahrgenommenen Objectes; handelt, dessen Begriff,
gleichsam dessen architektonischer Plan zuna¨chst festgestellt, als widerspruchslos
nachgewiesen und so weit nach seinen Einzelheiten ero¨rtert werden muss, dass
fu¨r jeden einzelnen Fall sich ergiebt, welche Anschauungsbilder dasselbe, unter
den entsprechenden Bedingungen hervorrufen wu¨rde. Diese begriffsma¨ssige Ent-
wickelu¨ng des Grundpla¨nes geschieht nun am zweckma¨ssigsten und vollsta¨ndig-
sten mittels der Methoden der analytischen Geometrie, weil sie die Vollsta¨ndig-
keit und Allgemeingiltigkeit des Beweises am meisten sichern. Der Zweck des
ganzen Verfahrens ist schliesslich nur, die Lagenverha¨ltnisse der einzeln beob-
achtbaren Punkte zu den wechselnden Stellungen des Beobachters auffindbar zu
machen, soweit diese Lagenverha¨ltnisse auf die Sinnesempfindungen Einfluss ha-
ben. Dies geschieht am einfachsten durch Beltrami’s Modell.
Da die Raumverha¨ltnisse der metamathematischen Ra¨ume von drei Dimen-
7sionen den Bedingungen der Anschaulichkeit entsprechen, welche die von mir ge-
gebene Definition festsetzt, und mehreres von der Anschauung nie angeschauter
Objecte nicht verlangt werden kann, so ist Kant’s Beweisgrund fu¨r die tran-
scendente Natur der Axiome und ihren Ursprung a priori nicht als ausreichend
anzuerkennen.4
II.
Ich will hier die Folgerungen entwickeln, zu denen wir gedra¨ngt wu¨rden, wenn
Kant’s Hypothese von dem transcendentalen Urspru¨nge der geometrischen
Axiome richtig wa¨re, und ero¨rtern, welchen Werth alsdann diese unmittelbare
Kenntniss der Axiome fu¨r unsere Beurtheilung der Verha¨ltnisse der objectiven
Welt haben wu¨rde.5 (648)
Ich werde in diesem ersten Abschnitte zuna¨chst in der realistischen Hypo-
these stehen bleiben und deren Sprache reden, also annehmen, dass die Dinge,
welche wir objectiv wahrnehmen, reell bestehen und auf unsere Sinne wirken. Ich
thue dies zuna¨chst nur, um die einfache und versta¨ndliche Sprache des gewo¨hnli-
chen Lebens und der Naturwissenschaft reden zu ko¨nnen und dadurch den Sinn
dessen, was ich meine, auch fu¨r Nichtmathematiker versta¨ndlich auszudru¨cken.
Ich behalte mir vor im folgenden Paragraphen die realistische Hypothese fallen
zu lassen und die entsprechende Auseinandersetzung in abstracter Sprache und
ohne jede besondere Voraussetzung u¨ber die Natur des Realen zu wiederholen.
Zuna¨chst mu¨ssen wir von derjenigen Gleichheit oder Congruenz der Raum-
gro¨ssen, wie sie der gemachten Annahme nach aus transcendenter Anschauung
fliessen ko¨nnte, diejenige Gleichwerthigkeit derselben unterscheiden, welche durch
Messung mit physischen Hu¨lfsmitteln zu constatiren ist.
Physisch gleichwerthig nenne ich Raumgro¨ssen, in denen unter glei-
chen Bedingungen und in gleichen Zeitabschnitten die gleichen physikalischen
Vorga¨nge bestehen und ablaufen ko¨nnen. Der unter geeigneten Vorsichtsmaassre-
geln am ha¨ufigsten zur Bestimmung physisch gleichwertiger Raumgro¨ssen ge-
brauchte Process ist die Uebertragung starrer Ko¨rper, wie der Cirkel und
Maasssta¨be, von einem Ort zum anderen. Uebrigens ist es ein ganz allgemei-
nes Ergebniss aller unserer Erfahrungen, dass, wenn die Gleichwerthigkeit zwei-
er Raumgro¨ssen durch irgend welche dazu ausreichende Methode physikalischer
Messung erwiesen worden ist, dieselben sich auch allen anderen bekannten physi-
4Dieser erste Abschnitt ist spa¨ter in meiner Rectoratsrede ”Ueber die Thatsachen in der
Wahrnehmung“ Berlin 1879 weiter ausgefu¨hrt worden.
5Also, um neue Missversta¨ndnisse zu verhu¨ten, wie sie bei Hrn. A. Krause l. c. S. 84
vorkommen: nicht ich bin es, ”der einen transcendentalen Raum mit ihm eigenen Gesetzen
kennt“, sondern ich suche hier die Consequenzen aus der von mir fu¨r unerwiesen und unrichtig
betrachteten HypotheseKant’s zu ziehen, wonach die Axiome durch transcendentale Anschau-
ung gegebene Sa¨tze sein sollen, um nachzuweisen, dass eine auf solcher Anschauung beruhende
Geometrie unnu¨tz und unanwendbar sein wu¨rde.
8kalischen Vorga¨ngen gegenu¨ber als gleichwerthig erweisen. Physikalische Gleich-
werthigkeit ist also eine vollkommen bestimmte eindeutige objective Eigenschaft
der Raumgro¨ssen, und offenbar hindert uns nichts durch Versuche und Beobach- (649)
tung zu ermitteln, wie physikalische Gleichwerthigkeit eines bestimmten Paares
von Raumgro¨ssen abha¨ngt von der physikalischen Gleichwerthigkeit anderer Paa-
re solcher Gro¨ssen. Dies wu¨rde uns eine Art von Geometrie geben, die ich einmal
fu¨r den Zweck der gegenwa¨rtigen Untersuchung physische Geometrie nennen
will, um sie zu unterscheiden von der Geometrie, die auf die hypothetisch ange-
nommene transcendentale Anschauung des Raumes gegru¨ndet wa¨re. Eine solche
rein und absichtlich durchgefu¨hrte physische Geometrie wu¨rde offenbar mo¨glich
sein und vollsta¨ndig den Charakter einer Naturwissenschaft haben.
Schon deren erste Schritte wu¨rden uns auf Sa¨tze fu¨hren, welche den Axiomen
entspra¨chen, wenn nur statt der transcendentalen Gleichheit der Raumgro¨ssen
ihre physische Gleichwerthigkeit gesetzt wird.
Sobald wir na¨mlich eine passende Methode gefunden ha¨tten, um zu bestim-
men, ob die Entfernungen je zweier Punktpaare einander gleich (d. h. physisch
gleichwertig) sind, wu¨rden wir auch den besonderen Fall unterscheiden ko¨nnen,
wo drei Punkte a, b, c so liegen, dass ausser C kein zweiter Punkt zu finden ist,
der dieselben Entfernungen von a und b ha¨tte wie C. Wir sagen in diesem Falle,
dass die drei Punkte in gerader Linie liegen. Wir wu¨rden dann im Stande sein,
drei Punkte A,B,C suchen, die alle drei gleiche Entfernungen von einander ha-
ben, also die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks darstellen. Dann ko¨nnten wir
zwei neue Punkte suchen b und c, beide gleichweit von A entfernt, und b mit A
und B, c mit A und C in gerader Linie liegend. Alsdann entsta¨nde die Frage:
Ist das neue Dreieck Abc auch gleichseitig wie ABC; ist also bc = Ab = Ac?
Die Euklidische Geometrie antwortet ja; die spha¨rische behauptet bc > Ab,
wenn Ab < AB, und die pseudospha¨rische bc < Ab unter derselben Bedingung.
Schon hier ka¨men die Axiome zur thatsa¨chlichen Entscheidung.
Ich habe dieses einfache Beispiel gewa¨hlt, weil wir dabei nur mit der Messung
von Gleichheit oder Ungleichheit der Entfernungen von Punkten, beziehlich mit
der Bestimmtheit oder Unbestimmtheit der Lage gewisser Punkte zu thun haben, (650)
und weil gar keine zusammengesetztere Raumgro¨ssen, gerade Linien oder Ebenen
construirt zu werden brauchen. Das Beispiel zeigt, dass diese physische Geometrie
ihre die Stelle der Axiome einnehmenden Sa¨tze haben wu¨rde.
So weit ich sehe, kann es auch fu¨r den Anha¨nger der Kant’schen Theorie
nicht zweifelhaft sein, dass es mo¨glich wa¨re, in der beschriebenen Weise eine rein
erfahrungsma¨ssige Geometrie zu gru¨nden, wenn wir noch keine ha¨tten. In dieser
wu¨rden wir es nur mit beobachtbaren empirischen Thatsachen und deren Ge-
setzen zu thun haben. Die Wissenschaft, die auf solche Weise gewonnen wu¨rde,
wu¨rde nur insofern eine von der Beschaffenheit der im Raum enthaltenen physi-
schen Ko¨rper unabha¨ngige Raumlehre sein, als die Voraussetzung zutra¨fe, dass
physische Gleichwerthigkeit immer fu¨r alle Arten physischer Vorga¨nge gleichzei-
tig eintra¨fe.
9AberKant’s Anha¨nger behaupten, dass es neben einer solchen physischen
auch eine reine Geometrie gebe, die allein auf transcendentale Anschauung
gegru¨ndet sei, und dass diese in der That diejenige Geometrie sei, die bisher wis-
senschaftlich entwickelt wurde. Bei dieser ha¨tten wir es gar nicht mit physischen
Ko¨rpern und deren Verhalten bei Bewegungen zu thun, sondern wir ko¨nnten,
ohne durch Erfahrung von solchen irgend etwas zu wissen, durch innere Anschau-
ung uns Vorstellungen bilden von absolut unvera¨nderlichen und unbeweglichen
Raumgro¨ssen, Ko¨rpern, Fla¨chen, Linien, die, ohne dass sie jemals durch Bewe-
gung, die nur physischen Ko¨rpern zukommt, zur Deckung gebracht wu¨rden, doch
im Verha¨ltniss der Gleichheit und Congruenz zu einander sta¨nden.6
Ich erlaube mir hervorzuheben, dass diese innere Anschauung von Geradheit
der Linien, Gleichheit von Entfernungen oder von Winkeln absolute Genauigkeit
haben mu¨sste; sonst wu¨rden wir durchaus nicht berechtigt sein, daru¨ber zu ent-
scheiden, ob zwei gerade Linien, unendlich verla¨ngert, sich nur einmal, oder auch
vielleicht wie gro¨sste Kreise auf der Kugel zweimal schneiden, oder zu behaup-
ten, dass jede gerade Linie, welche eine von zwei Parallellinien, mit denen sie in (651)
derselben Ebene Hegt, schneidet, auch die andere schneiden mu¨sse. Man muss
nicht das so unvollkommene Augenmaass fu¨r die transcendentale Anschauung
unterschieben wollen., welche letztere absolute Genauigkeit fordert.
Gesetzten Falls, wir ha¨tten nun eine solche transcendentale Anschauung von
Raumgebilden, ihrer Gleichheit und ihrer Congruenz, und ko¨nnten uns durch
wirklich genu¨gende Gru¨nde u¨berzeugen, dass wir sie haben, so wu¨rde sich aller-
dings daraus ein System der Geometrie herleiten lassen, welches unabha¨ngig von
allen Eigenschaften physischen Ko¨rper wa¨re, eine reine, transcendentale Geome-
trie. Auch diese Geometrie wu¨rde ihre Axiome haben. Es ist aber klar, auch
nach Kant’schen Principien, dass die Sa¨tze dieser hypothetischen reinen Geo-
metrie nicht nothwendig mit denen der physischen u¨bereinzustimmen brauchten,
denn die eine redet von Gleichheit der Raumgro¨ssen in innerer Anschauung, die
andere von physischer Gleichwerthigkeit. Diese letztere ha¨ngt offenbar ab von
empirischen Eigenschaften der Naturko¨rper, und nicht blos von der Organisation
unseres Geistes.
Dann wa¨re also zu untersuchen, ob die beiden besprochenen Arten der Gleich-
heit nothwendig immer zusammenfallen. Durch Erfahrung ist daru¨ber nicht zu
entscheiden. Hat es einen Sinn zu fragen, ob zwei Paare Cirkelspitzen nach tran-
scendentaler Anschauung gleiche oder ungleiche La¨ngen umfassten? Ich weiss
damit keinen Sinn zu verbinden, und soweit ich die neueren Anha¨nger Kant’s
verstanden habe, glaube ich annehmen zu du¨rfen, dass auch sie mit Nein ant-
worten wu¨rden. Das Augenmaass du¨rfen wir uns, wie gesagt, hierbei nicht un-
terschieben lassen.
Ko¨nnte nun etwa aus Sa¨tzen der reinen Geometrie gefolgert werden, dass die
Entfernungen der beiden Cirkelspitzenpaare gleich gross seien? Dazu mu¨ssten
6Land in Mind V. pag. 41. - A. Krause l. c. S. 62.
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geometrische Beziehungen zwischen diesen Entfernungen und anderen Raum-
gro¨ssen bekannt sein, von welchen letzteren man direct wissen mu¨sste, dass sie
im Sinne der transcendentalen Anschauung gleich seien. Da man dies nun di-
rect nie wissen kann, so kann man es auch durch geometrische Schlu¨sse niemals
folgern. Wenn der Satz, dass, beide Arten ra¨umlicher Gleichheit identisch sind, (652)
nicht durch Erfahrungen gefunden werden kann, so mu¨sste er ein metaphysischer
Satz sein und einer Denknothwendigkeit entsprechen. Dann wu¨rde eine solche
aber nicht nur die Form empirischer Erkenntnisse, sondern auch ihren Inhalt
bestimmen — wie zum Beispiel bei der oben angefu¨hrten Construction zweier
gleichseitiger Dreiecke — eine Folgerung, welche Kant’s Principien geradezu wi-
dersprechen wu¨rde. Dann wu¨rde das reine Anschauen und Denken mehr leisten,
als Kant zuzugeben geneigt ist.
Gesetzten Falls endlich, dass die physische Geometrie eine Reihe allgemei-
ner Erfahrungssa¨tze gefunden ha¨tte, die mit den Axiomen der reinen Geometrie
gleichlautend wa¨ren, so wu¨rde daraus ho¨chstens folgen, dass die Uebereinstim-
mung zwischen physischer Gleichwertigkeit der Raumgro¨ssen und ihrer Gleichheit
in reiner Raumanschauung eine zula¨ssige Hypothese sei, die zu keinem Wider-
spruche fu¨hrt. Sie wu¨rde aber nicht die einzig mo¨gliche Hypothese sein. Der
physische Raum und der Raum der Anschauung ko¨nnten sich zu einander auch
verhalten wie der wirkliche Raum zu seinem Abbild in einem Convexspiegel7
Dass die physische Geometrie und die transcendentale nicht nothwendig u¨be-
reinzustimmen brauchen, geht daraus hervor, dass wir sie uns thatsa¨chlich als
nicht u¨bereinstimmend vorstellen ko¨nnen. Die Art, wie eine solche Incongruenz
zur Erscheinung kommen wu¨rde, ergiebt sich schon aus dem, was ich in meinem
fru¨heren Aufsatze8 auseinandergesetzt habe. Nehmen wir an, dass die physika-
lischen Messungen einem pseudospha¨rischen Ra¨ume entspra¨chen. Der sinnliche
Eindruck von einem solchen bei Ruhe des Beobachters und der beobachteten Ob-
jecte wu¨rde derselbe sein, als wenn wir Beltrami’s kugeliges Modell im Euklidi-
schen Raume vor uns ha¨tten, wobei der Beobachter sich im Mittelpunkt befa¨nde.
Sowie aber der Beobachter seinen Platz wechselte, wu¨rde das Centrum der Pro-
jectionskugel mit dem Beobachter wandern mu¨ssen und die ganze Projection sich (653)
verschieben. Fu¨r einen Beobachter, dessen Raumanschauungen und Scha¨tzungen
von Raumgro¨ssen entweder aus transcendentaler Anschauung oder als Resultat
der bisherigen Erfahrung im Sinne der Euklidischen Geometrie gebildet wa¨ren,
wu¨rde also der Eindruck entstehen, dass, sowie er selbst sich bewegt, auch al-
le von ihm gesehenen Objecte sich in einer bestimmten Weise verschieben und
nach verschiedenen Richtungen verschieden sich dehnen und zusammenziehen. In
a¨hnlicher Weise, nur nach qualitativ abweichenden Verha¨ltnissen sehen wir auch
in unserer objectiven Welt die perspectivische relative Lage und die scheinbare
Gro¨sse der Objecte von verschiedener Entfernung wechseln, sowie der Beobachter
7S. meine Popula¨ren Vortra¨ge Heft III.
8Popula¨re Vortra¨ge Heft III.
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sich bewegt. Wie wir nun thatsa¨chlich im Stande sind, aus diesen wechselnden
Gesichtsbildern zu erkennen, dass die Objecte um uns ihre relative gegenseitige
Lage und Gro¨sse nicht vera¨ndern, so lange die perspectivischen Verschiebungen
genau dem in der bisherigen Erfahrung bewa¨hrten Gesetze entsprechen, welchem
sie bei ruhenden Objecten unterworfen sind, wie wir dagegen bei jeder Abwei-
chung von diesem Gesetze auf Bewegung der Objecte schliessen, so wu¨rde, wie
ich selbst, als Anha¨nger der empiristischen Theorie der Wahrnehmung, glaube
voraussetzen zu du¨rfen, auch Jemand, der aus dem Euklidischen Raum in den
pseudospha¨rischen u¨bertra¨te, anfangs zwar Scheinbewegungen der Objecte zu se-
hen glauben, aber sehr bald lernen, seine Scha¨tzung der Raumverha¨ltnisse den
neuen Bedingungen anzupassen.
Dies letztere ist aber eine Voraussetzung, die nur nach der Analogie dessen,
was wir sonst von den Sinneswahrnehmungen wissen, gebildet ist und durch den
Versuch nicht gepru¨ft werden kann. Nehmen wir also an, die Beurtheilung der
Raumverha¨ltnisse bei einem solchen Beobachter ko¨nnte nicht mehr gea¨ndert wer-
den, weil sie mit angeborenen Formen der Raumanschauung zusammenhinge, so
wu¨rde derselbe doch schnell ermitteln,; dass die Bewegungen, die er zu sehen
glaubt, nur Scheinbewegungen sind, da sie immer wieder zuru¨ckgehen, wenn er
selbst sich auf seinen ersten Standpunkt zuru¨ckbegiebt; oder ein zweiter Beob-
achter wu¨rde constatiren ko¨nnen, dass Alles in Ruhe bleibt, wa¨hrend der erste (654)
den Ort wechselt. Wenn also vielleicht auch nicht vor der unreflectirten Anschau-
ung, wu¨rde doch bald vor der wissenschaftlichen Untersuchung sich herausstellen
ko¨nnen, welches die physikalisch constanten Raumverha¨ltnisse sind, etwa so wie
wir selbst durch wissenschaftliche Untersuchungen wissen, dass die Sonne fest-
steht und die Erde rotirt, trotzdem der sinnliche Schein fortbesteht, dass die Erde
stillsteht und die Sonne in 24 Stunden einmal um sie herumla¨uft.
Dann aber wu¨rde diese ganze vorausgesetzte transcendentale Anschau-
ung a priori in den Rang einer Sinnesta¨uschung, eines objectiv falschen
Scheines herabgesetzt werden, von der wir uns zu befreien und die wir zu ver-
gessen suchen mu¨ssten, wie es bei der scheinbaren Bewegung der Sonne der Fall
ist. Es wu¨rde dann ein Widerspruch sein zwischen dem, was nach der ange-
borenen Anschauung als ra¨umlich gleichwertig erscheint, und dem, was in den
objectiven Pha¨nomenen sich als solches erweist. Unser ganzes wissenschaftliches
und praktisches Interesse wu¨rde an das letztere geknu¨pft sein. Die transcenden-
tale Anschauungsform wu¨rde die physikalisch gleichwertigen Raumverha¨ltnisse
nur so darstellen, wie eine ebene Landkarte die Oberfla¨che der Erde, sehr klei-
ne Stu¨cke und Streifen richtig, gro¨ssere dagegen nothwendig falsch. Es wu¨rde
sich dann nicht blos um die Erscheinungsweise handeln, die ja nothwendig
eine Modification des darzustellenden Inhalts bedingt, sondern darum, dass die
Beziehungen zwischen Erscheinung und Inhalt, die fu¨r engere Grenzen Ueber-
einstimmung zwischen beiden herstellen, auf weitere Grenzen ausgedehnt einen
falschen Schein geben wu¨rden.
Die Folgerung, welche ich aus diesen Betrachtungen ziehe, ist diese: Wenn es
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wirklich eine uns angeborene und unvertilgbare Anschauungsform des Raumes
mit Einschluss der Axiome ga¨be, so wu¨rden wir zu ihrer objectiven wissenschaft-
lichen Anwendung auf die Erfahrungswelt erst berechtigt sein, wenn durch Be-
obachtung und Versuch constatirt wa¨re, dass die nach der vorausgesetzten tran-
scendentalen Anschauung gleichwerthigen Raumtheile auch physikalisch gleich-
werthig seien. Diese Bedingung trifft zusammen mit Riemann’s Forderung, dass
das Kru¨mmungsmaass des Raumes, in dem wir leben, empirisch durch Messung (655)
bestimmt werden mu¨sse.
Die bisher ausgefu¨hrten Messungen dieser Art haben keine merkliche
Abweichung des Werthes dieses Kru¨mmungsmaasses von Null ergeben. Als
thatsa¨chlich richtig innerhalb der bis jetzt erreichten Grenzen der Genauigkeit
des Messens ko¨nnen wir die Euklidische Geometrie also allerdings ansehen.
III.
Die Ero¨rterungen des zweiten Abschnitts blieben ganz im Gebiete des objectiven
und des realistischen Standpunktes des Naturforschers, wobei die begriﬄiche
Fassung der Naturgesetze der Endzweck ist, und die Kenntniss durch Anschauung
nur eine erleichternde Hu¨lfe, beziehlich ein zu beseitigender falscher Schein.
Herr Professor Land glaubt nun, dass ich bei meinen Auseinandersetzungen
die Begriffe des Objectiven und des Reellen verwechselt ha¨tte, dass bei mei-
ner Behauptung, die geometrischen Sa¨tze ko¨nnten an der Erfahrung gepru¨ft und
durch sie besta¨tigt werden, unbegru¨ndeter Weise vorausgesetzt sei (Mind. V. pag.
47):
”
that empirical knowledge is acquired simple importation or by counterfeit,
and not by peculiar operations of the mind, sollicited by varied impulses from an
unknown reality.“ Wenn Herr Professor Land meine Arbeiten u¨ber Sinnesemp-
findungen gekannt ha¨tte, wu¨rde er gewusst haben, dass ich selbst mein Leben
lang gegen eine solche Voraussetzung, wie er mir unterschiebt, geka¨mpft habe.
Ich habe von dem Unterschiede des Objectiven und Reellen in meinem Aufsatze
nicht gesprochen, weil mir in der vorliegenden Untersuchung gar kein Gewicht
auf diesen Unterschied zu fallen schien. Um diese meine Meinung zu begru¨nden,
wollen wir jetzt, was in der realistischen Ansicht hypothetisch ist, fallen las-
sen und nachweisen, dass die bisher aufgestellten Sa¨tze und Beweise auch dann
noch einen vollkommen richtigen Sinn haben, dass man auch dann noch nach
der physischen Gleichwerthigkeit von Raumgro¨ssen zu fragen und daru¨ber durch
Erfahrung zu entscheiden berechtigt ist.
Die einzige Voraussetzung, welche wir festhalten, ist die des Causalgesetzes, (656)
dass na¨mlich die mit dem Charakter der Wahrnehmung in uns zu Stande kom-
menden Vorstellungen nach festen Gesetzen zu Stande kommen, sodass wenn
verschiedene Wahrnehmungen sich uns aufdra¨ngen, wir berechtigt sind, daraus
auf Verschiedenheit der reellen Bedingungen zu schliessen, unter denen sie sich
gebildet haben. Uebrigens wissen wir u¨ber diese Bedingungen selbst, u¨ber das
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eigentlich Reelle, was den Erscheinungen zu Grunde liegt, nichts; alle Meinungen,
die wir sonst daru¨ber hegen mo¨gen, sind nur als mehr oder minder wahrschein-
liche Hypothesen zu betrachten. Die vorangestellte Voraussetzung dagegen ist
das Grundgesetz unseres Denkens; wenn wir sie aufgeben wollten, so wu¨rden wir
damit u¨berhaupt darauf Verzicht leisten, diese Verha¨ltnisse denkend begreifen zu
ko¨nnen.
Ich hebe hervor, dass u¨ber die Natur der Bedingungen, unter denen Vorstel-
lungen entstehen, hier gar keine Voraussetzungen gemacht werden. Ebenso gut,
wie die realistische Ansicht, deren Sprache wir bisher gebraucht haben, wa¨re
zula¨ssig die Hypothese des subjectiven Idealismus. Wir ko¨nnten annehmen, dass
all unser Wahrnehmen nur ein Traum sei, wenn auch ein in sich ho¨chst conse-
quenter Traum, in dem sich Vorstellung aus Vorstellung nach festen Gesetzen
entwickelte. In diesem Falle wu¨rde der Grund, dass eine neue scheinbare Wahr-
nehmung eintritt, nur darin zu suchen sein, dass in der Seele des Tra¨umers die
Vorstellung bestimmter anderer Wahrnehmungen und etwa auch die Vorstellung
von eigenen Willensimpulsen bestimmter Art vorausgegangen sind. Was wir in
der realistischen Hypothese Naturgesetze nennen, wu¨rden in der idealistischen
Gesetze sein, welche die Folge der mit dem Charakter der Wahrnehmung auf
einander folgenden Vorstellungen regeln.
Nun finden wir als Thatsache des Bewusstseins, dass wir wahrzunehmen glau-
ben Objecte, die sich an bestimmten Orten im Ra¨ume befinden; dass ein Object
an einem bestimmten besonderen Orte erscheint und nicht an einem anderen,
wird abha¨ngen mu¨ssen von der Art der realen Bedingungen, welche die Vorstel-
lung hervorrufen. Wir mu¨ssen schliessen, dass andere reale Bedingungen ha¨tten
vorhanden sein mu¨ssen, um zu bewirken, dass die Wahrnehmung eines anderen (657)
Ortes des gleichen Objektes eintrete. Es mu¨ssen also in dem Realen. irgend wel-
che Verha¨ltnisse oder Complexe von Verha¨ltnissen bestehen, welche bestimmen,
an welchem Ort im Raume uns ein Object erscheint. Ich will diese, um sie kurz
zu bezeichnen, topogene Momente nennen. Von ihrer Natur wissen nichts; wir
wissen nur, dass das Zustandekommen ra¨umlich verschiedener Wahrnehmungen
eine Verschiedenheit der topogenen Momente voraussetzt.
Daneben muss es im Gebiete des Realen andere Ursachen geben, welche be-
wirken, dass wir zu verschiedener Zeit am gleichen Ort verschiedene stoﬄiche
Dinge von verschiedenen Eigenschaften wahrzunehmen glauben. Ich will. mir er-
lauben, diese mit dem Namen der hylogenen Momente zu bezeichnen. Ich wa¨hle
diese neuen Namen, um alle Einmischung von Nebenbedeutungen abzuschneiden,
die sich an gebra¨uchliche Worte knu¨pfen ko¨nnten.
Wenn wir nun irgend Etwas wahrnehmen und behaupten, was eine gegenseiti-
ge Abha¨ngigkeit von Raumgro¨ssen aussagt, so ist zweifelsohne der thatsachliche
Sinn einer solchen Aussage nur der, dass zwischen gewissen topogenen Momenten,
deren eigentliches Wesen uns aber unbekannt bleibt, eine gewisse gesetzma¨ssige
Verbindung stattfindet, deren Art uns ebenfalls unbekannt ist. Eben deshalb
sind Schopenhauer und viele Anha¨nger von Kant zu der unrichtigen Fol-
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gerung gekommen, dass in unseren Wahrnehmungen ra¨umlicher Verha¨ltltnisse
u¨berhaupt kein realer Inhalt ist, dass der Raum seine Verha¨ltnisse nur transcen-
dentaler Schein seien, ohne dass irgend etwas Wirkliches ihnen entspricht. Wir
sind aber jedenfalls berechtigt, auf unsere ra¨umlichen Wahrnehmungen dieselben
Betrachtungen anzuwenden wie auf andere sinnliche Zeichen, z. B. die Farben.
Blau ist nur eine Empfindungsweise; dass wir aber zu einer gewissen Zeit in einer
bestimmten Richtung Blau sehen, muss einen realen Grund haben. Sehen wir zu
anderer Zeit dort Roth, so muss dieser reale Grund vera¨ndert sein.
Wenn wir beobachten, dass verschiedenartige physikalische Processe in con-
gruenten Ra¨umen wa¨hrend gleicher Zeitperioden verlaufen ko¨nnen, so heisst dies, (658)
dass im Gebiete des Realen gleiche Aggregate und Folgen gewisser hylogener Mo-
mente zu Stande kommen und ablaufen ko¨nnen in Verbindung mit gewissen be-
stimmten Gruppen verschiedener topogener Momente, solcher na¨mlich, die uns
die Wahrnehmung physisch gleichwerthiger Raumtheile geben. Und wenn uns
dann die Erfahrung belehrt, dass jede Verbindung oder jede Folge hylogener Mo-
mente, die in Verbindung mit der einen Gruppe topogener Momente bestehen
oder ablaufen kann, auch mit jeder physikalisch a¨quivalenten Gruppe anderer
topogener Momente mo¨glich ist, so ist dies jedenfalls ein Satz, der einen reellen
Inhalt hat, und die topogenen Momente beeinflussen unzweifelhaft den Ablauf
realer Processe.
In dem oben gegebenen Beispiel mit den zwei gleichseitigen Dreiecken han-
delt es sich nur l) um Gleichheit oder Ungleichheit, d. h. physische Gleichwerthig-
keit oder Nicht-Gleichwerthigkeit von Punktabsta¨nden, 2) um Bestimmtheit oder
Nicht-Bestimmtheit der topogenen Momente gewisser Punkte. Diese Begriffe von
Bestimmtheit und von Gleichwerthigkeit in Beziehung auf gewisse Folgen ko¨nnen
aber auch auf Objecte von u¨brigens ganz unbekanntem Wesen angewendet wer-
den. Ich schliesse daraus, dass die Wissenschaft, welche ich physische Geometrie
genannt habe, Sa¨tze von realem Inhalt entha¨lt, und dass ihre Axiome bestimmt
werden nicht von blossen Formen des Vorstellens, sondern von Verha¨ltnissen der
realen Welt.
Dies berechtigt uns noch nicht, die Annahme einer Geometrie, die auf tran-
scendentale Anschauung gegru¨ndet ist, fu¨r unmo¨glich zu erkla¨ren. Man ko¨nnte
z. B. annehmen, dass eine Anschauung von der Gleichheit zweier Raumgro¨ssen
ohne physische Messung unmittelbar durch die Einwirkung der topogenen Mo-
mente auf unser Bewusstsein hervorgebracht werde, dass also gewisse Aggregate
topogener Momente auch in Bezug auf eine psychische, unmittelbar wahrnehm-
bare Wirkung a¨quivalent sein. Die ganze Euklidische Geometrie la¨sst sich her-
leiten aus der Formel, welche die Entfernung zweier Punkte als Function ihrer
rechtwinkligen Coordinaten giebt. Nehmen wir an, dass die Intensita¨t dieser psy-
chischen Wirkung, deren Gleichheit, als Gleichheit der Entfernung zweier Punk-
te im Vorstellen erscheint, in derselben Weise von irgend welchen drei Func- (659)
tionen der topogenen Momente jedes Punkts abha¨ngt, wie die Entfernung im
Euklidischen Raum von den drei Coordinaten eines jeden, so mu¨sste das Sy-
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stem der reinen Geometrie eines solchen Bewusstseins die Axiome des Euklid
erfu¨llen, wie auch u¨brigens die topogenen Momente der reellen Welt und Ihre
physische Aequivalenz sich verhielten. Es ist klar, dass in diesem Falle die Fra-
ge der Uebereinstimmung zwischen psychischer und physischer Gleichwerthigkeit
der Raumgro¨ssen nicht allein aus der Form der Anschauung entschieden werden
ko¨nnte, und wenn sich Uebereinstimmung herausstellen sollte, so wa¨re diese als
ein Naturgesetz oder wie ich es in meinem polula¨ren Vortrag bezeichnet habe,
als eine pra¨stabilirte Harmonie zischen der Vorstellungswelt und der reellen Welt
aufzufassen, ebenso gut, wie es auf Naturgesetzen beruht, dass die von einem
Lichtstrahl beschriebene gerade Linie mit der von einem gespannten Faden ge-
bildeten zusammenfa¨llt.
Ich meine damit gezeigt zu haben, dass die Beweisfu¨hrung, die ich in §l in
der Sprache der realistischen Hypothese gegeben habe, sich auch ohne deren
Voraussetzungen giltig erweist.
Wenn wir die Geometrie auf Thatsachen der Erfahrung anwenden wollen,
wo es sich immer nur um physische Gleichwerthigkeit handelt, ko¨nnen nur die
Sa¨tze derjenigen Wissenschaft angewendet werden, die ich als physische Geome-
trie bezeichnet habe. Wer die Axiome aus der Erfahrung herleitet, dem ist unsere
bisherige Geometrie in der That physische Geometrie, die sich nur auf eine gros-
se Menge planlos gesammelter, statt auf ein System methodisch durchgefu¨hrter
Erfahrungen stu¨tzt. Zu erwa¨hnen ist u¨brigens, dass dies schon die Ansicht von
Newton war, der in der Einleitung zu den
”
Principia“ erkla¨rt:
”
Geometrie
selbst hat ihre Begru¨ndung in mechanischer Praxis und ist in der That nichts
Anderes als derjenige Theil der gesammten Mechanik, welcher die Kunst des
Messens genau feststellt und begru¨ndet.“
Dagegen ist die Annahme einer Kenntniss der Axiome aus transcendentaler
Anschauung:
l) eine unerwiesene Hypothese;
2) eine unno¨thige Hypothese, da sie nichts in unserer thatsa¨chlichen Vorstel- (660)
lungswelt zu erkla¨ren vorgiebt, was nicht auch ohne ihre Hilfe erkla¨rt werden
ko¨nnte;
3) eine fu¨r die Erkla¨rung unserer Kenntniss der wirklichen Welt ga¨nzlich
unbrauchbare Hypothese, da die von ihr aufgestellten Sa¨tze auf die Verha¨lt-
nisse der wirklichen Welt immer erst angewendet werden du¨rfen, nachdem ihre
objective Gu¨tigkeit erfahrungsma¨ssig gepru¨ft und festgestellt worden ist.
Kant’s Lehre von den a priori gegebenen Formen der Anschauung ist ein sehr
glu¨cklicher und klarer Ausdruck des Sachverha¨ltnisses; aber diese Formen mu¨ssen
wirklich inhaltsleer und frei genug sein, um jeden Inhalt, der u¨berhaupt in die
betreffende Form der Wahrnehmung eintreten kann, aufzunehmen. Die Axiome
der Geometrie aber beschra¨nken die Anschauungsform des Raumes so, dass nicht
mehr jeder denkbare Inhalt darin aufgenommen werden kann, wenn u¨berhaupt
Geometrie auf die wirkliche Welt anwendbar sein soll. Lassen wir sie fallen, so
ist die Lehre von der Transcendentalita¨t der Anschauungsform des Raumes ohne
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allen Anstoss. Hier ist Kant in seiner Kritik nicht kritisch genug gewesen; aber
freilich handelte es sich dabei um Lehrsa¨tze aus der Mathematik, und dies Stu¨ck
kritischer Arbeit musste durch die Mathematiker erledigt werden.
